1056

A.SEEGER UND 0O.BUCK

Die experimentelle Ermittlung der elastischen Konstanten
hoherer Ordnung

Von Arrrep SEeGeEr und Otro Buck

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart,
und dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 15 a, 1056—1067 [1960] ; eingegangen am 26. Juli 1960)

The application of the non-linear theory of elasticity to solid state problems has recently become
of increasing importance. For numerical work the knowledge of the third-order elastic constants is
required. The present paper compiles the various experimental methods for the experimental de-
termination of these constants and derives, where required, the formulae for the evaluation of the
experiments. We give a critical compilation of the available data on third-order elastic constants.
A complete set is given for germanium single crystals (6 constants) and for polycrystalline copper

and iron (3 constants).

Das Hookgesche Gesetz, das heifit der lineare Zu-
sammenhang zwischen der Spannung und der Ver-
zerrung in einem elastischen festen Korper, stellt
bekanntlich eine fiir viele Zwecke sehr gute, aber
eben doch nicht immer ausreichende Ndherung dar.
In der modernen Festkorperphysik hat sich in den
letzten Jahren eine ganze Reihe von Fragestellungen
ergeben, bei denen es sich als notwendig und zweck-
miBig erwies, iiber die lineare Spannungs- und Deh-
nungsbeziehung hinauszugehen und einen quadrati-
schen Zusammenhang zwischen den Komponenten
des Spannungstensors und jenen des Verzerrungs-
tensors zu betrachten. Wir belegen dies durch Bei-
spiele: Die Volumvergroflerung eines innere Span-
nungen, insbesondere Versetzungen, enthaltenden
elastischen Korpers!73, die genauere Beschreibung
der Verzerrungen und Spannungen in der Umgebung
von Versetzungslinien ¢ 6, der elektrische Widerstand
von Schrauben-78 und Stufenversetzungen®. die
Kleinwinkelstreuung von RénTGEN-Strahlen oder
langsamen Neutronen!?, die Dampfung hochfre-
quenter Schallwellen durch die sog. Phononenvisko-
sitdat 11713 die Bremsung sich rasch bewegender Ver-
setzungen durch den gleichen Effekt 13 und schliefilich

1 C.Zexer, Trans. Amer. Inst. Min. Metallurg. Engrs. 147,
361 [1942].

2 A. Sercer u. P. Haasex, Phil. Mag. 3, 470 [1958].

3 A. Secer, Suppl. Nuovo Cim. (X) 7, 632 [1958].

4 A. Sercer u. E. Maxny, Z. Naturforschg. 14 a, 154 [1959].

5 E.Kroner u. A. Seecer, Arch. Rat. Mech. Analysis 3, 97
[1959].

8 H. PrLeiperer, A. Seecer u. E. Kroner, Z. Naturforschg.
15a, 758 [1960].

7 H. Steute u. A. Seecer, Z. Phys. 146, 217 [1956].

8 A. Seecer u. H. Steuig, Z. Phys. 146, 242 [1956].

9 A. Seecer u. H. Bross, Z. Naturforschg. 15 a, 663 [1960].

die Streuung von Phononen an Gitterfehlern, z. B.
Versetzungen, und die Phononen — Phononen-Wech-
selwirkung. wie sie im Wirmewiderstand von Isola-
toren und Legierungen zutage tritt 1%.

Zur quantitativen Behandlung dieser Effekte muf}
man die in die Spannungs — Dehnungs-Beziehungen
eingehenden. zu den gewdhnlichen elastischen Kon-
stanten hinzutretenden Materialkonstanten kennen.
Die vorliegende Arbeit befallt sich mit den zu ihrer
experimentellen Bestimmung verfiigharen Methoden
und mit der Auswertung und Zusammenstellung der
bis jetzt vorliegenden Melwerte *. Wir beschranken
uns dabei auf die im Ausdruck fiir die elastische
Energiedichte bei den dritten Potenzen der Verzer-
rungen stehenden Konstanten. die tiblicherweise als
elastische Konstanten dritter Ordnung bezeichnet
werden. (In dieser Nomenklatur sind die gewohnli-
chen elastischen Konstanten solche ,zweiter Ord-
nung®.) Wir lehnen uns weitgehend an die von
MurNacHAN 1% gegebene Formulierung der nicht-
linearen Elastizitatstheorie an und beniitzen dabei
dieselbe Bezeichnung wie Sercer und Manxn?. §1
stellt nochmals die wesentlichsten Definitionen zu-
sammen.

10 A. SeEcer, J. Appl. Phys. 30, 629 [1959].

11 A. Axuiezer, J. Phys. USSR 1, 277 [1939].

12 E. Bommer u. K. Dransrewp, Phys. Rev. 117, 1245 [1960].

13 W. P. Masox, J. Acoust. Soc. Amer. 32, 458 [1960].

14 Unveroffentlichte Arbeiten von H. Bross, A. Seecer, P. Gru-
NER U. P. KirscHENMANN.

* Die Arbeit beschrinkt sich auf isotrope Medien und ku-
bische Kristalle. Die Ausdehnung auf Kristalle niedriger
Symmetrie ist moglich, erscheint aber wegen des geringer
vorliegenden experimentellen Materials noch nicht notwen-
dig.

15 F. D. Mur~achax, Finite Deformation of an Elastic Solid,
John Wiley & Sons, New York 1951.
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ERMITTLUNG ELASTISCHER KONSTANTEN HOHERER ORDNUNG

Die wichtigsten Gesichtspunkte bei der experimen-
tellen Bestimmung der elastischen Konstanten dritter
Ordnung sind schon an anderer Stelle* besprochen
worden. Es wurde dargelegt, dal durch Messungen
unter hydrostatischem Druck p jene Kombinationen
von Konstanten dritter Ordnung, die sich als die
p-Abhingigkeiten der normalen elastischen Konstan-
ten darstellen lassen, verhiltnismidfig einfach zu
messen sind. Dies gilt auch fiir sprode oder leicht
verformbare Materialen. die unter Schubspannun-
gen entsprechender GroBe brechen oder sich plastisch
verformen wiirden. Die zur Auswertung dieser Mes-
sungen benétigten Formeln stellen wir in § 2 zusam-
men. Hier ist auch der Koeffizient der thermischen
Ausdehnung bzw. die Gri~ersen-Konstante bespro-
chen, aus denen sich eine Kombination der eben er-
wihnten Druckabhéngigkeiten gewinnen laft. Ist die
Grineisen-Konstante sowohl bei hohen als auch bei
tiefen Temperaturen bekannt, so kann man fiir ein
isotropes Medium in gewisser Naherung daraus die
Druckabhingigkeiten von Kompressions- und Schub-
modul je fiir sich ermitteln. Fiir die Bestimmung der
beiden zuletzt genannten Groflen gibt es also eine
ganze Reihe von Verfahren.

Wesentlich schwieriger ist es. die tbrigen elasti-
schen Konstanten 3. Ordnung zu ermitteln. In § 3
werden zunachst die statischen Verfahren bespro-
chen. Fiir Stoffe, die in Form von Drahten mit hoher
Elastizitiatsgrenze vorliegen. z. B. fiir hartgezogene
vielkristalline Metalle. kommt vor allem der Poyw-
1iNG-Effekt 1617 in Frage. Er beruht darauf. daf} bei
der Torsion eines Stabes zwar nicht nach der linea-
ren, wohl aber nach der quadratischen Theorie An-
derungen der Linge und des Radius (somit also auch
des Volumens) auftreten. In § 3 a sind die betreffen-
den Formeln fiir ein isotropes Medium angegeben;
wiirde man Drahte mit starker Textur verwenden, so
konnte man in entsprechender Weise auch Informa-
tionen uber die anisotropen Konstanten erhalten.

An whiskers (Einkristallfaden), welche nahezu
die theoretische Schubfestigkeit idealer Kristalle be-
sitzen, konnen in giinstigen Fallen Abweichungen
vom Hookeschen Gesetz beobachtet und zur Bestim-
mung der anisotropen elastischen Konstanten dritter
Ordnung verwendet werden. Da bis jetzt derartige
Messungen nur im Zugversuch ® (an Fe-whiskers)
vorliegen, leiten wir in § 3 b die fur die Auswertung

16 J. H. Poy~yting, Proc. Roy. Soc., Lond. A 82, 546 [1909].
17 J. H. Poy~tine, Proc. Roy. Soc., Lond. A 86, 534 [1912].
18 S, S. Brennker, J. Appl. Phys. 27, 1484 [1956].
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benotigten Gleichungen nur fiir den einachsigen Zug
kubischer Kristalle. und zwar in den drei Symmetrie-
richtungen (100), (110) und (111). ab. Ahnliche
Gleichungen lieflen sich bei Bedarf auch fiir Torsion
oder Biegung gewinnen.

In ein- oder vielkristallinen Stoffen. die eine ge-
niigend hohe Schubfestigkeit aufweisen. konnen die
benétigten Kombinationen von Konstanten 3. Ord-
nung durch Schallgeschwindigkeitsmessungen unter
einachsigem Druck (oder Zug) gewonnen werden.
In § 4 stellen wir die von Huenes und KerLy 19 fiir
isotrope Stoffe abgeleiteten Gleichungen fiir die
Schallgeschwindigkeiten zusammen. Neuerdings ha-
ben Barteman, Masox und McSkimmin 20 entspre-
chende Messungen an Germanium-Einkristallen
durchgefiihrt. Die zur Auswertung dieser Versuche
erforderlichen theoretischen Ergebnisse leiten wir in
einem Anhang ab. Auf diese Weise ist es zum ersten
Male moglich, alle sechs elastischen Konstanten
3. Ordnung eines kubischen Kristalls experimentell
zu bestimmen.

In § 5 wird ein Vorschlag zur Bestimmung der
Konstanten 3. Ordnung aus Beugungsversuchen an
durchsichtigen Kristallen gemacht.

Die wichtigsten MeBergebnisse tiber elastische
Konstanten 3. Ordnung werden in § 6 zusammen-
gestellt und miteinander verglichen. Neben dem
schon erwidhnten Germanium ist es moglich, fur zwei
weitere Stoffe. namlich vielkristallines Kupfer und
vielkristallines Eisen, den vollstindigen Satz der
elastischen Konstanten dritter Ordnung anzugeben.

§ 1. Definition der hoheren elastischen
Konstanten

Die Deformationsenergie @ eines elastischen iso-
tropen Mediums 1aBt sich nach MurNacHAN ! auch
iiber den Bereich der linearen Elastizitatstheorie hin-
aus als Funktion der Invarianten J; des Verzerrungs-
tensors Y=%(jJ— I) darstellen, wobei hier alles
auf Teilchenkoordinaten im unverformten Ausgangs-
zustand bezogen wird *:

¢= 2ﬁ2+l ]12'—2[4]2

+g+:—r£]13—2m11]2+"]3- (1)

19 D. S. Hucses u. I. L. KeLry, Phys. Rev. 92, 1145 [1953].
20 W. P. Masox, H. J. McSkmmmin u. T. B. Bateman, wird dem-
nichst veroffentlicht.
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Dabei bedeutet

9x 3r Oz

Qa 3b 3¢

| 3% 3y dy
= Sa 3b 3¢ (2)

3z 3z 0z

Qa 3b QJc

die Jacosische Matrix, J die dazu transponierte Ma-
trix, I die 3 x 3-Einheitsmatrix,
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Ji=711+722+ Vs3> (3)
Jo = Vo2 Va3 + V3o Vst Tu Y12
V32 V33 Yis Yu Ya Ve

Yu Y2 Vi
./3 = Y2 V2 Ve
Va1 V32 Vs

die drei Invarianten des Verzerrungstensors Y, und
ttund 2 die LamEschen Konstanten.

Fiir ein anisotropes Medium ist die Deformationsenergie nicht mehr ausschliellich eine Funktion der
Invarianten. Sie wird fir kubische Kristallsysteme durch den Ausdruck **

D=2 cyy (7112 + 722% + 7332) + Cag (710 + Var® + Vas® + Va2® + V312 + V15%) + 12 (Y11 Vo2 + Vo2 Va3 + V33 Y11)
+ c111 (P11® + 720 + 7338%) + 112711 (P22 + 733) + 722 (V33 +711) + 735 (V114 722) ]

+ 3 100 [711 (s + ¥30%) + Voo (V312 + 713%) + 733 (V122 +721%) 1 + 3 crg6l (122 + 7212) (11 + 722)

(4)

+ (7232 + V327) (V22 + 733) + (V312 + 713) (Va3 +711) ] + C123 V11 V22 733 + Casg [ V12 Y23 V31 + V21 V32 V13)

wiedergeben.

Im Rahmen dieser Naherung (Beriicksichtigung
von dritten Potenzen in den Verzerrungen) treten
also bei isotropen Medien zu den zwei bekannten
Lamgschen Konstanten « und 4 drei neue (Murna-
cuansche) Konstanten I, m und n hinzu, bei kubi-
schen Kristallen zu den drei Voicrschen Konstanten
C115C125 Cy4 » weitere sechs Konstanten c;z; .

§ 2. Die Drudkabhangigkeit der linearen
elastischen Konstanten und der thermische
Ausdehnungskoeffizient

Gewisse Kombinationen der MurnacHANschen
Konstanten lassen sich nach Bircu 2! als Differential-
quotienten der gewéhnlichen elastischen Konstanten
nach dem hydrostatischen Druck p darstellen. Fir
isotrope Medien gilt im Grenzfall p — O :

dInG 1 dG 1 ,u+3m—-£n>
— = = — 1 5
dp G dp ‘u< * 2u+3 4 )
_ 1 G—i—im—én
e (1+ 3K )’
dinK _ 1 dK _ o5 9l+n _ 2 9l+n
dp K dp (2u+34):2 9 K
(6)

wobei G =u der Schubmodul und K=2+ % u der
Kompressionsmodul ist.

** In der Definition der cix; folgen wir: F. Bircu, Phys. Rev.
71, 809 [1947].

Je nach Art der Versuchsfithrung hat man in GL. (5)
und Gl (6) entweder den isothermen Kompressions-
modul K7 oder den adiabatischen Kompressionsmodul
Ks einzusetzen. Kt und Kg hdngen iiber die Gleichung

Ks=KT<l+ TVa-KT)

c, (M

zusammen, wobei I die absolute Temperatur, V' das
spezifische Volumen, C, die spezifische Wiarme pro Mol
und a der thermische Ausdehnungkoeffizient ist.

Der Faktor
TV at K

Cy

hat bei T =293 °K folgende Zahlenwerte:
Cu: d=29,8-10"3, Fe: d=18,8-10 3.

d=

Leitet man Gl. (7) nach p ab, so bekommt man, wenn
man Gl. (16) sowie Gl. (18 b) und Gln. (19) mitbeniitzt
und Glieder von der Ordnung d? vernachldssigt

dKg dKT 2 Kt dyn }

- :d[ 1

dp dp yh dp 4
mit
dm _ 1 Kr (&K, d'—’G) .1 K d%6
dp ~ 6 3Kr+4G \” dp? dpz) "3 ¢ dp?

+1(2 G Kp <3dKT+4 dG)_‘_KT_»ﬁJ

3 |” (3Kr+46)? dp dp G dp
1 dkr 1 dG

. i (P ) 8

< Kt dp G dp ) ®

vh bedeutet dabei die nach Gl. (18 b) gegebene GriN-
erseN-Konstante bei hoheren Temperaturen.

21 F. Bircn, Phys. Rev. 71, 809 [1947].
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Die Zahlenwerte von d2K/dp? sind StoBwellenversu-
chen zu entnehmen [Gl. (14)], diejenigen von d2G/dp?
diirften in derselben Groflenordnung liegen.

Bei Kupfer folgt dann fiir

&6 EK

o ™ g = — 1710
und mit den bekannten elastischen Konstanten 2. Ord-
nung:

dKs dKT __ 5 a0

i dp 1-1072,
d. h. der relative Unterschied der isothermen und der
adiabatischen GroBen ist sicher nicht groBer als 1%
und somit in der Regel zu vernachlissigen.

Fiir kubische Kristallsysteme erhalt Bircu 2! unter
denselben Bedingungen wie im isotropen Fall:

d Cnr‘f'Z Ci2 (9 a)
3 2
- = — - —[3 ey +6cy10+ Cr03]
dp 3(cry+2 e10) 111 112 1 C123
dciuf‘rclz
2 __ 1
dp 2(c1+2 ¢pp)
“[3(ci1+c12) +6c111—ci3] . (9b)
deyg 1 1
— 4 = — — Cyut ey t2cpp+sc44+C .
A T [caa + ey 12+ 3 C1aa + C1e6]

(9¢)

Bripeman 22 bestimmte bei einer Reihe von Stof-
fen dK/dp durch Messung der Druckabhingigkeit
des spezifischen Volumens. Eine statische Messung
von dG/dp gelang Brineman dadurch, dafl er unter
hydrostatischem Druck die Zusammendriickbarkeit
von Spiralfedern, die ja durch G bestimmt ist, un-
tersuchte. Bircu > bestimmte dG/dp dynamisch aus
der Resonanzfrequenz von Torsionsschwingungen
unter hydrostatischem Druck.

Weitere dynamische Messungen, unter anderem
auch an Einkristallen, werden im § 4 und im An-
hang besprochen.

dK/dp kann auch durch StoBwellenversuche 2726,
bei denen Drucke von 200 000 — 500 000 at auftre-
ten, bestimmt werden.

Aus der Definitionsgleichung des Kompressions-

moduls K (p)
(10)

22 P. W. Bripeman, Physics of High Pressure, Bell & Sons,
London 1949.

23 F. Bircr, J. Appl. Phys. 8,129 [1937].
24 J.M. Wawsn, M. H. Ricg, R. G. McQueex u. F. L. Yarcer,
Phys. Rev. 108, 196 [1957].
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und aus der Potenzreihenentwicklung
K(p) =Ko(1+ By p+%P2p% (11)
folgt durch Integration iiber den Druck
b g 1-Kebfp ¥
et e (8
4. 13K 4+ K (2 ﬂl?,’éﬁ,( P )3, (12)
6 K,

Diese Gleichung ist in die bei den StoBwellenversu-
chen ?* gemessene Funktion

S i e gy
p=-4(L)+B(Y) -c(F) a3
einzusetzen. Durch Koeffizientenvergleich folgt dann

fir p—0
_ _ 1 d&K _ 1 (2B
Ko=ds b= g, ap — K0<K0 “)’

1 d2K 1 C dK dK
> = it S - —2).
P K, dp* K [6 K, (dp 1) ( dp )}

Die aus den Messungen 2* erhaltenen Werte fiir K,
und dK/dp stimmen mit anderen Messungen relativ
gut iiberein. Mit diesen beiden Werten ergibt sich
dann bei Kupfer die zweite Ableitung des Kompres-
sionsmoduls nach dem Druck zu:

d?K/dp*= —1-10 * mm?/kp .

(14)

Von russischen Autoren 27 ist die Druckabhéngig-
keit dE/dp des Elastizitatsmoduls E isotroper Stoffe
bestimmt worden. Diese driickt sich in dG/dp und

dK/dp gemilB
1 dE 1 (g1 dG+G’717%> (15)
E, dp ¢\°¢ dp " K K dp
3+
K
aus.

Die thermische Ausdehnung von Kristallen hingt
bekanntlich mit der Anharmonizitat der elastischen
Eigenschaften zusammen. Es ist dabei zweckmiBig,
an Stelle des kubischen thermischen Ausdehnungs-
koeffizienten a die sogenannte GrUNEIsEx-Konstante

., aVKs
=, (16)

zu betrachten.

25 D. Bancrorr, E. L. Petersox u. S. Minsuary, J. Appl. Phys.
27, 291 [1957].

26 M. H. Ricg, R. G. McQueex u. J. M. Warsa, Compression of
Solids by Strong Shockwaves, Solid State Physics, Bd. 6
[1958].

27 A. P. Exnrakov, V. A. Grabkovski u. K. P. Ropronov, Phys.
Metals Metallogr. 5, 169 [1957].
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Die thermische Bewegung in einem Kristall von
(N+1) Atomen kann man durch Uberlagerung von
3 N Wellen behandeln. Die Grineisen-Konstante des
Kristalls 1aBt sich aus den Grineisen-Konstanten
7a, » der einzelnen Wellen (Wellenvektor g, Polarisa-
tionsrichtung p=1. 2. 3) gemal}

7=Z?"Lp0qm/ch,p (17 a)
0P 07
aufbauen, wobei
_1(hwep\2  exp(hawgpkT)
C""’_k( ET ) {exp (h wq, p/k T) —1}2 Wb

der Anteil jeder einzelnen Welle zur spezifischen
Warme ist 28 29,

In Gl. (17 b) bedeutet % die Borrzmann-Konstante,
k die durch 2 = dividierte Prancksche Konstante und
g, , die Kreisfrequenz der Wellen (q.p). Die
7q.p sind folgendermaflen definiert:

dln ww) (17¢)
.

7Q,p=_< dlnV

Die Summation iiber den g-Raum in Gl. (17 a) laBt
sich in bekannter Weise durch eine Integration er-
setzen und fur ein isotropes Medium in den Grenz-
fallen tiefer Temperaturen T < © und hoher Tem-
peraturen T 2> © (6 = Desyvesche Temperatur) ge-
schlossen ausfithren. Bezeichnet c¢jope und cirans die
longitudinalen und transversalen Schallgeschwindig-
keiten, so gilt fir tiefe Temperaturen

[1 ( 1 3 ll}iliclong> 19 1 < 1 3 lnrftrans)}

| Cong \ 3 SlnV Coaa . 3 SlnV
== . PR g o T, 7’17 72" 1 R e i S
(e +2220) (182)

und fiir hohe Temperaturen

_ 1[{1 Slnciong 1 Qln Ctrans)]
"h= 3’[(3 3V >+2(3 Sy JI'
(18b)

Fir die Volumabhiangigkeiten der Schallgeschwin-
digkeiten in einem isotropen Medium erhalt man

mit

z— z3+2 7,
B=B,— _,3739_{2x Yy — 22y Ys+ - ’fliLya}+
e 1Y1 e¥et o

28 J. C. Srater, Introduction to Chemical Physics, McGraw-
Hill, New York-London 1939.
29 F. W. Suearp, Phil. Mag. 8 (3), 1381 [1958].

LS

A=4,- 3A12{2x1y1—2x2?/2+‘ Ilfz*ys}—
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mit BriLrouin 3¢

1 ,:“hzflongz_ 1+ 2K [3 dK | ,dG,J
3 SV 6 3K+4G |4 dp ' dp)’
(19 a)
1 3 In ctrans 1 K (dG
2 = = e —|==).
(3 3V ) 3" G(dp
(19b)

Unterstellt man. dall die Temperaturabhingigkeit
von dK/dp und dG/dp nur sehr klein ist und daB
die normalen elastischen Konstanten mit steigender
Temperatur abnehmen 2!- 32, d. h.

Ktiefo Temp. = Khuhp Temp. = 4K = K + 4K s

Gtief(- Temp.™— Ghohe Temp. =+ 46 = G + AG (20)

4 " /
__““‘ < 46
und <1, <1,

so lassen sich die Gln. (18) und (19) folgender-

mallen schreiben:

(G+46)* 4t+2[4(G+46) + (K+4K) ]*2 By
(G+A4G)*:+2[4(G+A4G) + (K+AK) )/

Py ==

it

B

(21 a)
1
= (An+2By) . (21b)
wobel
4 _ 1. 2K+4K) (3 dK | dG]
Y7 T 6 T 3(K+4K)+4(GL46G) |4 dp | dp )’
B - _ 1. (K+JK) dG
t 6 " 2(G+46) dp’
4 1 2K [3 dK dc}
s I i e = )
6 3K+4G |4 dp dp
B L. K 4
6 2G dp

ist. Die GIn. (21 a) und (21 b) konnen nun bei ge-
messenem y; und yy, nach dK/dp und dG/dp aufge-

lost werden:

9K 2 [8K246) A—-4CGBLEE], 24
dp 3K

dG:29[B+ 1]

dp K 6 (225)

+2z,
}7h _anht2ny

. Y
. T4— Ty

Li—2Zs { = 2 +2 2,

T3 Y1+2 25y,
T — T, ’

3z, f )
ey 13 Y1+

T z,+2x, yg} Tt

30 1. Brirrovin, Les Tenseurs en Mécanique, Masson, Paris
1949.

31 W. C. Overrox u. J. Garrney, Phys. Rev. 98, 969 [1955].

32 P. H. Surro~, Phys. Rev. 91, 816 [1953].
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A, BTEGR =St g . SEIETEG) P

T —2y 2 (z,—z,)
z, =G, — 4G+ K)*,

-l )
Y= 3K+4 o \ K

_ 1 (4K _ c)
Y2= 6 K G

9 K (AK Ag)
¥Y3= 7 5 3k+46) ¢/

Fir Kupfer sind die Grinersen-Konstanten von
Stmmons und Barrurrr 33 zu

;'h,\w,2.0, yt%1,75

gemessen worden. Aus den Messungen 3! erhalt man,
wenn die anisotropen elastischen Konstanten 2. Ord-
nung nach Leisrriep * in die mittleren isotropen
umgerechnet werden

4K ~0,9 - 10 kp/mm?,
46~=0.5-10° kp/mm?.
Demnach folgt fiir die Ableitung der elastischen
Konstanten 2. Ordnung nach dem Druck
dK/dp~6,0.
dG/dp~1.4.

Umgekehrt haben wir fiir Aluminium aus dK/dp
und dG/dp (siehe Tab. 1) sowie 4K und 4G 32 die
Grineisen-Konstanten yy, und y; berechnet und konn-
ten damit die Messungen von Ficcins, JoneEs und

RiLey 3% bestatigen.
Als Regel folgt, dal} fiir 7y <y, auch

dInG/dp < dInK/dp

und umgekehrt ist.

§ 3. Statische Bestimmung der Murnaghanschen
Konstanten
a) Poynting-Effekt vielkristalliner Materialien

Eine statische Bestimmung zweier elastischer Kon-
stanten dritter Ordnung ist moglich mit Hilfe des

6=6IE—‘ = +

33 R.O.Smumons u, R.W.Barrurri, Phys. Rev. 108, 278 [1957].
34 G. Lesrriep, Z. Phys. 135, 23 [1953].

3 {2 Cya ” - (011+C|z) } e + 2 {(2 C12—Cyq) ”2+2 C11 ”+6’12} Ci12—
2 Cu(cu"‘clz) —2¢ys?
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Poynting-Effektes 16 17, der bei der Torsion um den
Winkel ¢ eines vielkristallinen (isotropen) Drahtes
mit der Lange [, und dem Radius R, eine Radius-
verkleinerung AR/R; und eine Dehnung des Zylin-
ders in Achsenrichtung A4l/l; zeigt. Wir verweisen
auf die mathematische Behandlung dieses Problems
durch Mur~acHan !, Seite 130 — 137. Daraus ergibt
sich fiir die relative Anderung des Radius:

AR __ _ ¢RE g ,

R 32#(2/4+3/)1°[ u2u+2) +8um
—(2p+4)n], (23a)

fiir die relative Anderung der Linge:

a _ o* Ry

Iy - 16u(2/4+3,{ 19[4#(2#-1-4)
+4um+in]. (23b)

Die relative Anderung des Drahtvolumens 1aBt sich
in dG/dp ausdriicken:
AV _ Al o AR _ ¢*R? (dG _ €
Vo T4 2R, T 4l (’” >

d = (23 ¢)

b) Spannungs— Dehnungsbeziehung von kubischen
Einkristallen

BrexNER 18 konnte mit Eisen-whiskers eine rever-
sible Abweichung vom Hookeschen Gesetz

¢=P/E +8(PJE)? (24)

nachweisen. Die Kriimmung 2 0 dieser Kurve ist eine
Funktion von anisotropen Konstanten dritter Ord-
nung.

Wird ein Kristall in (001)-Richtung gezogen, so
wird ein Punkt mit den Anfangskoordinaten (a, b, c)
nach

z=(1—vk+pk*) a,
y=1—-vEk+pKk) Db,
z=(1+k+0k*) c

(25)

verschoben. Aus der linearen Elastizititstheorie folgt

v=eqe/ (013 +€12)s E=cy3y—2¢y3v, k=P[E. (26)

Anwendung der Storungsrechnung ergibt fiir die
halbe Krimmung

{(011+012) v+2 Cia} ¥ ¥V Ciag . (27)

35 B.F. Fieaixs, G. O. Jones u. D. P. Riey, Phil. Mag. 8 (1),
747 [1956].
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In dhnlicher Weise wird die halbe Kriimmung bei Zug in (011)-Richtung

0=0,= 2 ¢qy Cgy (B+C) —4 ¢yp cy A—[cy1(cyy+cy0) =2 ¢1,°] (B—C)
= 4 cyslery (e tepe) =2 ¢45%]

(28)

mit A= —[3cy ¥+ 3ep(1492) +3 ey 2+ e —2v—7+2vy+47?)

+ 4 (L+7)2+ tege(1—7)21,

B=— [5012”24' c“'_:cm (1+y)2+ c;_‘ (P*-1) +icu (1 —7)2+cqpe {”2'*””(7*1) 2 %(1—7)2}

thepv(1+7) — degg(1-27-37%) — ?}C123”(1—7’)],

C=— [E-i- Sep v+ C"I& (1+9?) +£;4 (1—=9) + {1 =9)2+cye (P42 (y-1)

+3(1-9)2) —bergv(1+7) +1eig(3+27—72) +%c123v(y—1>],

4dcp5c
s 12 Caq y=

Cl;izll+cl2+2 Cu] =2 E ’

und in (111)-Richtung

?

cppleyy+ep—2 cul —2 ¢1®
, 5 - °

culentep+2 el —2¢1°

S=0,= fi(EA‘*'B)_(VCu‘*'zVCm) (4—B)
S 9 c44(c11+2 cy)

_ Aeulen(enten) =2 ¢’
crlennternt2cy] —2 ¢pp®

(29)

mit A= — [(c;3+2c¢p0) (P+3) +c4(®—=1) + 5 (B ey +6cpqa+cpo3) (1 —29)2

+ (c1aa T2 c106) ¥(1+9) —Fegse(1+9)2],

B=— [BE+ (c;y+2¢5) P+ %) —2¢4(#*—1) + 3 (3 cyyp+ 6 ¢yyp+q3) (1 —29)2

c1yt2c¢5—2cyy
2(cy+2cpp) +2 ¢4 °

§ 4. Bestimmung der Konstanten dritter Ordnung
aus Schallgeschwindigkeitsmessungen

Werden mit Hilfe von Ultraschall die Schallge-
schwindigkeiten v unter hinreichend groflen elasti-
schen Vorspannungen gemessen, so konnen die elasti-
schen Konstanten 3. Ordnung ermittelt werden. Mes-
sungen unter hydrostatischem Druck, wie sie von
verschiedenen Autoren beschrieben werden, liefern
die schon in § 3 besprochenen Kombinationen der
Konstanten dritter Ordnung. Hucres und Kerry 1
beschreiben eine Apparatur, mit der Schallgeschwin-
digkeiten auch unter einachsigem Druck P; gemessen
werden konnen. Fir isotrope Medien der Dichte g,
im unverformten Zustand leiten diese Autoren die
folgenden sieben Gleichungen ab:

a) Hydrostatischer Druck
Longitudinalwelle:

ev?=(2u+d)— L [10p+72+61+4m];
(30a)

+ (144 T2 c166) (1 — ) + Fegs6(1 +9) 2],

E=3[(cy3+2cip+4cy) —(2cyy+4cip—4cyy)?].

Transversalwelle:
Qvt=p— L [3(2pu+2) +3m—5n].
(30b)
b) Druck und Wellenausbreitung in x-Richtung
Longitudinalwelle:
0 v? = (2 u+7) (30¢)

P, /‘+;~‘ 7 o
_ 3K[7 (10 u+44+4m) +1 +2z],

Transversalwelle:
2 Pl A
00 V2= 3K[4(#+;,)+4#n+m}. (30 d)

¢) Druck in x-Richtung, Wellenausbreitung in y-
Richtung

Longitudinalwelle:
2 - 7P1 _ gi .
o vEi= (2 u+1) 3K[2z L@t dtm) |3
(30€)
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1. Transversalwelle, Teilchenrichtung ist die z-Rich-
tung

=21 [m—2/'.— M'z:;in]; (301)

2
Ve =
90 3K

2. Transversalwelle, Teilchenrichtung ist die z-Rich-
tung

2 o Py A
0o V3= 3K[2,u+l+m+ 4#’1]. (30g)
Die entsprechenden Gleichungen fiir kubische Ein-
kristalle werden im Anhang abgeleitet und auf die
Messungen von Bateman, Mason und McSkimmin 20
angewendet.

§ 5. Lichtbeugung an Ultraschallwellen

Die Nichtlinearitat der Druck— Volumenbeziehung
fihrt in Flussigkeiten zu einer Verzerrung einer an-
finglich sinusformigen Ultraschallwelle 3637, In den
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Beugungsmaxima einer senkrecht zur Schallwellen-
richtung einfallenden Lichtwelle treten dann zusitz-
lich hohere Fourier-Komponenten auf, so daf} das
Beugungsbild nicht mehr symmetrisch zum Beu-
gungsmaximum 0. Ordnung ist. Diese Methode
konnte auch auf durchsichtige Festkorper zur Be-
stimmung der nichtlinearen Konstanten ibertragen
werden. Eine Berechnung der zu erwartenden Effekte
liegt allerdings noch nicht vor.

§ 6. Numerische Werte der isotropen Konstanten
dritter Ordnung

Wir geben eine Zusammenstellung der wichtigsten
uns bekannten Mef3daten iiber die Konstanten drit-
ter Ordnung.

Der Povnting-Effekt [Gln. (23 a) und (23b)]
und die Kenntnis von dG/dp und dK/dp erlauben

bei Cu und Fe eine Bestimmung von I, m und n. Wir

Anm. gemessen Anm.

40,34 | |

43,34

Mate- ¢ = K, | dG¢ s. dK
rial i kp/mm? | kp/mm? dp Anm. dp
4,0
2,6 39 | 2,77
[ L 4,32
Al 2,67-103| 7.4-10° 2,03 | 23 3,23
| (6,71)
2,03 40,34  (2,33)
5,19
Mittel- Mittel-
wert: wert:
2.2 3.9
3,03 |
5,08 ;
| 1,29 23 (3,04)
Cu 4,77-10° 13,9 -10° | (8,87)
1,64 43,34 i 5,59
Mittel- | Mittel-
wert: | wert:
14 4,9
(3,4) 39 | 43
1,95 23 (3,59)
Fe |8,26-10° 17,0-10° 1,78 44 (2,67)
1,95 41 3,74
1,88 4l }
Mittel- Mittel-
| | wert: wert:
l 1,9 4,0
‘ ; 1,46 | 23 6,17
Ni | 8-10% 21,8-103 144 4 3,14

1 dE

d 1 dE Yh o | Vh
S. | EO dp S.

‘ E';, dp ge- S. be-
| berechnet mes- | Anm. rech-
| mm?/kp | mm?kp sen net

39 |
41

42 ‘ i
24 7,2-1074 27 7.4-107%

41 |
41

41
42|
24
41 4,3-10-% | 27

3,1-10-% 2,03

25| 2,3-107 | 27 2,3 104 1,8

42
24

Tab. 1. Druckabhingigkeiten der elastischen Konstanten und Grineisen-Konstanten einiger Metalle.

36 M. A. Breazeare u. E. A. Hiepemany, Naturwiss. 45, 157
[1958].

37 K.L.Za~xkeL u. E. A. Hiepemany, Naturwiss. 45, 157 [1958].
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haben dabei zunachst die nach den Gln. (15) und
(16) wahrscheinlichsten Werte von dG/dp und
dK/dp (siehe Tab.1) ausgewihlt eingeklam-
merte Werte wurden nicht beriicksichtigt. Thren Zu-
sammenhang mit den MurNacHANschen Konstanten
ergeben Gln. (5) und (6). Diese beiden Gleichun-
gen wurden mit Gewichten belegt. Diese Gewichte
sind gleich der Zahl der gemessenen druckabhingi-
gen Konstanten, deren Mittelwert den uns wahr-
scheinlichsten Wert fiir dG/dp bzw. dK/dp ergibt.
Bei Eisen wurden die Messungen des Poynrine-Ef-
fekts mit dem Gewicht 2 belegt. bei Kupfer nur
mit 1 (siehe Tab. 2). Mit Hilfe einer Ausgleichs-
rechnung 3® wurde dann [, m und n bestimmt. Sie
sind alle drei negativ und etwa eine Zehnerpotenz
grofler als die elastischen Konstanten zweiter Ord-
nung (siehe Tab. 3).

al . 4R
Material [0 =& 7]{'0 =&z
(fir ¢ = 271) (fir ¢ = 27)

Stahldraht T |

2 R, = 0,986 mm 1,71 - 108 —3,19-107
l, = 1605 mm

Stahldraht I1

2 Ry = 1,210 mm ‘ 2,9 - 10~ — 5,24 107
ly = 1605 mm

Kupferdraht

2 Ry = 1,219 mm 4,25-10-% — 17,5 - 1077

1y = 1605 mm

Tab. 2. Messungen des Poy~ting-Effekts 16 17,

m n l
kp/mm? kp/mm? kp/mm?

Material

Cu  (—6,2£0,1)10* (—159+0,2)10¢ (—1,6-+0,7)10
Fe (—7,7+0,1)10* (—15,2+0,1)10% (—1,7 +0,4)10*

Tab. 3. Mur~acuansche Konstanten von Cu und Fe.

Zu etwas anderen Zahlenwerten von [, m, n gelangt
man, wenn man von der Annahme?® ausgeht, da} die
experimentellen Werte von dK/dp und dG/dp sehr
viel genauer als die Poynrineschen Werte sind. Man
trage in ein m, n-Koordinatensystem die Funktion
dG/dp =f,;(m, n) und den aus den PoynTiNG-Messungen
erhaltenen Punkt m, n ein. Von diesem Punkt aus fille

38 R. Zurminr, Prakt. Mathematik, Springer-Verlag, Berlin-
Gottingen-Heidelberg 1953.

39 D.S.Hucues u. C.Maurerte, J. Appl. Phys. 27,1184 [1956].

% R.E. Scumunk u. C.S. Smirn, J. Phys.-Chem. Solids, Per-
gamon Press, New York 1958, Vol. 7.

41 F. Bircu, Handbook of Physical Constants, Geol. Soc. Amer.
Special Papers No. 36.
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man das Lot auf die Gerade dG/dp . Der FuBpunkt die-
ses Lotes bildet dann den giinstigsten Wert von m und n.
Damit 1aBt sich aus der Funktion dK/dp=/f,(n,l) der
Wert von [ berechnen. Die allgemeinen Formeln fiir das
Verzerrungsfeld von Stufenversetzungen im Rahmen der
quadratischen Elastizitdtstheorie® wurden mit diesen
Werten von I, m und n von Seecer und Bross® nume-
risch ausgewertet.

In Tab. 4 sind weitere Elemente und Verbindun-
gen aufgefiihrt, von denen dG/dp und dK/dp be-
kannt ist. Dariiber hinaus sind Mefidaten von dK/dp
reiner Metalle im Handbook of Physical Constants 4!
und in der Literatur iber Stofwellenversuche 2% 25
zu finden. An CuNi wurde dG/dp gemessen 23. Wei-
tere druckabhingige Konstanten von Halogeniden
sind unter 2!22.46.47 2y finden. solche von Quarz

A ; 1 d@ ‘ 1 dK |
r?;’f" G, dp Anm. K, dp | Anm.
1 mm?/kp mm?/kp
—
Ag | 4@ _ 1,64 43,34 dK _ 6.18 43,34
dp w | dp
6,38-10-¢ | 42
| ‘ L 2,68 10~ 41
3 ; 3,63-10-¢ 24
| |
| dK
Au | @ _ 195 43, 34 =63 43, 34
| dp | ap ;
} | 06,2710 | 41
‘ | 2,94-107% 24
Mo 0,15 - 10-* 22 8,05 - 10-5 24
—2,02-10* 41
Pd | 1,1 -10-* 22 | 2,84-107% 41
Pt 24 -10-4 22 1,60-10~% | 24
1,29 - 104 41
Ta 03—15 -104| 22| 133-10| 24
; 503-10-¢ 41
Th 57 -1074 | 22| 220-10-* 24
1,10 - 10-3 41
w 14 -10¢ 21 | 849-10-* 41
Zr —0,17-10~¢ | 21 1,25-103 | 41
5,76 - 105 24
CuZn | 3,5 -10-% (45,34 | 3,08-10-% | 24
; 3,80 - 10-* | 45, 34
NaCl | 1,1 -10-3 45,34 2,46 - 10~ |45, 34
KCl 0,8 -10-3 |45, 34 2,61 - 108 |45, 34

Tab. 4. Druckabhingige elastische Konstanten von weiteren
Metallen, Alkalihalogeniden und CuZn.

42 P. W. Bripeman, Proc. Amer. Acad. 70, 285 [1940].

43 W.B.DanieLs u. C.S.Swmirn, Phys. Rev. Letters 1,43 [1958].

44 P. W. Bripemayn, Proc. Amer. Acad. 64, 39 [1935].

4 D. Lazarus, Phys. Rev. 76, 545 [1949].

46 S. Lusana, Nuovo Cim. 7, 1 [1904].

47 T. W. Ricuarps, Carnegie Inst. Washington, No. 76, 44
[1903].
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dK 3

bei 23 30,48, 1 5 vor einigen Nitriden, Karbiden,

K, dp
Sulfiden und Oxyden sind bei 2! aufgefiihrt. Im An-

hang sind die elastischen Konstanten 3. Ordnung von
Germanium angegeben. Diejenigen Werte dG/dp
und dK/dp, die aus Einkristalldaten gewonnen wur-
den, sind nach der Formel von Leisrriep ** umge-
rechnet worden; sie tragen in Tab. 1 und Tab. 4 die
zweite Zitatnummer 34.

In Tab. 5 sind zunachst die berechneten Elastizi-
tatsmoduln fiir verschiedene Orientierungen angege-
ben. Vergleichsweise sind dazu die von BrennEr 18
an zwei Fe-whiskers gemessenen E-Moduln wieder-
gegeben. Demnach hat der eine whisker die Orien-
tierung (111), der zweite hat keine Hauptrichtung
als Stabachse. Fiir beide whiskers sind die Kriim-
mungen 2 0 der Spannungs — Dehnungskurve ange-
geben. Berechnet man aus den in Tab. 4 angegebenen
Murn~acuanschen Konstanten von Eisen die Kriim-
mung 2 6 der Spannungs — Dehnungs-Beziehung von
isotropem Eisen, so ist 2 0=10,8. Dieser Wert ist
in derselben Groflenordnung wie fir die beiden

L. E,berechnet | E,gemessen | Krimmung
Orientierung | okp jmm? | (i{p /mm? ! 25
<I1> | 29100 | 30000 8,6
011 . 21000
<%= 18500 | 7,6
<001> | 13500
Isotrop 21000 10,8

Tab. 5. Die Brennerschen Messungen '8 an Fe-whiskers.

€41 Uaa+ €12 (Vab +Wac) + C4q (Wb + Uce + Vab + Wac)
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whiskers, so dal die von uns vorgenommene Aus-
wertung der Brexxerschen Messungen sinnvoll er-
scheint.

Die Verfasser danken Herrn Dr. W. P. Maso~, Mur-
ray Hill, N. J., fiir die Mitteilung der MeRBergebnisse an
Germanium sowie fiir die kritische Durchsicht der Rech-
nung im Anhang, an dem freundlicherweise Herr cand.
phys. R. HaBerkory mitgewirkt hat. Herrn Dr. H. Bross
haben wir fiir wertvolle Hinweise und Diskussionen zu
danken.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft
sei fiir die finanzielle Unterstiitzung der Arbeit gedankt.

Anhang

In diesem Anhang leiten wir die Erweiterung der
Gln. (30) von §4 fiir den Fall kubischer Einkristalle
ab, wobei wir uns auf jene Kombinationen o v? bzw.
0o v® beschrianken, die bei den Versuchen von Masox,
McSkimmin und Bateman 20 experimentell bestimmt wur-
den (o =Dichte im vorverformten Zustand).

Einer durch den Druck verursachten statischen Ver-
schiebung wird eine durch die elastische Welle verur-
sachte dynamische Verschiebung it = (u, v, w) iiberlagert.
Beide zusammen geniigen der elastischen Differential-
gleichung 1°

o
@5
e ;99 5
0 3%

(Spannungstensor im Endkoordinatensystem).

(divz o) = (31)

mit c =

Die erste Komponente der elastischen Differentialglei-
chung lautet dann in allgemeiner Form:

+¢11[(2 g —vp —we) Uaa+ Vb Ubb +We Uce + Va Vaa + Ub Vob +Wa Waa + Ue Wee]

+c12[ (v +we) Uaa+ (Ua+we) upy + (Wa+ Vo) Uce +2 Up Uap + 2 Ue Uac — We Vab + Ve Vae

+ U Vbe + Wh Wab — Vb Wac + Ub Wic]

+cau[ (wa—vo—we) (wpp +uce) +2 (2 up +va) Uap +2 (2 ue+wa) tac+ 2 (Ve +wd) Ube +Ub Yaa +Va Voo + (va+Uup) vee

— W Vab + Ve Vac + Ue Voe+ Ue Waa~+ (Ue +Wa) Wb+ Wa Wee + Wh Wab — Vb Wae + Ub Wie)

+6 ¢y31 Ua Uaa+2 cyyo[ (Vo +we) Uaa+ (Ma~+vb) Vab + (Ua+we) Wac)

43 cyaq[we upp +vp ee +we vab + (Wb +ve) vac+ (e +wa) Voe+ (Ve +wp) Wab + Vb Wae + (Wb +va) Wae)

+3 cig6l (La+v0) upy + (Ua+we) Uee+2 (Wp +Va) Uab + 2 (Ue +wa) Uac+ (Ub+va) (Vaa+vob) + (Wa+Vb) vab

+ (ue +wa) (Waa+wee) + (wa+we) wacl

+ €193 [we Vab + vy Wac] + %{ cas6[2 (ve+wp) upe+ (va+ up) vee+ (Ve +wp) Yac+ (Ue+wa) (Voc +wop) + (Ve +wp) was

Q2

+ (up+va) woe] = 0 IR (32)

48 H. Sussk, J. Phys. Radium 16, 348 [1955].
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die beiden anderen ergeben sich durch zyklische Vertau-
schung der Variablen.

Im speziellen wird bei Druck in {001)-Richtung und
einer elastischen Welle in {110)-Richtung ein Punkt mit
den Anfangskoordinaten (@, b, ¢) nach (z, y, z) ver-
schoben

z=(1+a)a+A,explifwt—(1+a) kal},

y=0+a)b+Adyexplifwt— (14a) kal},

z=(1+y)c+Asexplifwt— (1+a) kal}.

(33)

Nach der Drehung dieses Koordinatensystems ins System
der Elementarzelle folgen die Verschiebungen

u=aa

+ 12ty ) exp{i 0= V2 (140) ka-) [},

v=ab (34)

o %72 (As—A,) exp {i [wt—lgg (1+a) k(a—b)”,

Dabei spalten sich die GroBen a und y je in eine Grolie
erster und in eine Grofle zweiter Ordnung

a=q® +a(2), y:y(l) +7(2) (35)

auf, die je fiir sich im statischen Fall aus dem Span-
nungstensor und den Randbedingungen berechnet wer-
den konnen. In der elastischen Differentialgleichung tre-
ten nun nur Glieder A;, a¥-4; und yM-4; auf, alle
anderen sind dagegen klein. Mit der Bedingung, dal}
die Koeffizienten der Amplituden A4; alle Null sein miis-
sen, folgt

w=y c+ Ag exp {i wt— lgi (1+a) k(a—0)

fiir die Longitudinalwelle:

s (Q+4a—p) e+ 3 Q+4a+y) e+ (1+2a—y) cy
+3aci+ (3a+y) cuat+ §¥ Craat+acigp
+3yepg=00® (36 a)

(Druckrichtung {001), Wellenrichtung {110), Teilchen-
richtung (110)),

fiir die Transversalwellen :
1 (A+40—p)epu—3 (1=39) ca+3acyy (36 b)
+(y—0a) cra— §y s =0v*
(Druckrichtung {001), Wellenrichtung {110), Teilchen-
richtung (110)),
acy+ (a+y) crpt (1+7) Ca
+iacust §(@+y) cs=00* (36¢)

1
u=

V=

o~ o

e iy B {z wt-Y2(14p) k(a+b)}}.
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(Druckrichtung {001), Wellenrichtung (110), Teilchen-
richtung (001))
P c
) _ 1. G
e=¥ E’ Y Ci1tCya°
(364d)
Bei Druck in {110)-Richtung und einer elastischen
Welle in {001)-Richtung sind die Verschiebungen im
Koordinatensystem der Elementarzelle

u=y @+h a+  (B-a) b

s Jéz, (Ag+4,y) expli[wt— (1+7) kcl},

P
i =ag)=p -1,
mit a=a Vo

E=cyy—2cipv und 0=00[1—(2a+y)].

v=y (B=a) at  (a+) b

+ V2 4y d)) explilwe— (L+7) kel

w=yc+Asexplifwt— (1+7) kc]}, (37)
und damit folgt fiir die Longitudinalwelle
(I+4y—a—p) ciut (a+h) cra+67 cyy

+2(a+pf) crz=0v*  (38a)

(Druckrichtung {110, Wellenrichtung {001), Teilchen-
richtung {001)), und fiir die Transversalwellen

yeut (@+p) cot (1+y +8-0a) cayy+ 1 (a+5) c1a
+1(@+B+27) crgp+ 1 (B—a) cyzg=01>  (38Db)

(Druckrichtung {(110), Wellenrichtung {001), Teilchen-

richtung (110)),

reu+ (@+pB) cio+ (1+y+a—p) cyu+ 1 (a+56) cras
+1(@+B+2y) crge+ 1 (@—B) case=01* (38¢)

(Druckrichtung {110), Wellenrichtung {001), Teilchen-
richtung (110))

mit ama e — 1 5
ﬂ=ﬂ(1) - cul(eyteps) —2 eyl —2 ¢p* Py
enl(cytege) +2 c]—2 ¢4 E’
V=7(1) — &) dcypey

E’ - ;1;[ (0;1 +70127) +2 CQ] —2 6122,
. 4 cyglers (ertepn) —2 ¢457]

cul ey te1e) +2 cgy] —2 cp?’
0=00[1-(a+B8+7)]. (384)

Mit denselben Werten fiir a, £, y und o folgt bei Druck
in {110)-Richtung und einer elastischen Welle in {110)-
Richtung die Verschiebung im Koordinatensystem der
Elementarzelle:

@+ at y (B-a) b+ V2 (dy+4) exp{i 01— V2 (1+5) ka+d)|],

(B=a) at 5 (a+5) b+ V2 (dy—dy) exp {i 01— V2 (1+5) k(a+D)]},

39)
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Daraus wird fiir die Longitudinalwelle
F(A+48-y) cut+ 3 (1+48+7) co+ (1 +48-2a—p) cyyt$ (@+h) cru+3 Ba+38+27) cipe
+1(3F—a) crget 3 Craat+ Ly crog=002 (40 a)
(Druckrichtung {110), Wellenrichtung {110), Teilchenrichtung {110)), und fiir die Transversalwellen
$1(1+2a4+28—y) cy—§ (1=39) epp+ (B—0a) cyu+ 3 (a+P) cru+3 (2y—a—f) cra—$y cro3=p0v* (40b)
(Druckrichtung {110), Wellenrichtung {110), Teilchenrichtung (110)),

J(@+B) eyt i (@a+B+29) o+ (1+28+y—20a) cyy+3 (@+h) crat+3 2y+a+p) ciget+ + (B—0a) casg=0v*
(40 ¢)

(Druckrichtung {110), Wellenrichtung {110), Teilchenrichtung (001)).

- Mason, McSkmmin und Bateman 20 erhalten fiir die ¢’11=1,298 84 -10'2>dyn cm~—2,
02 bei einem Druck P;=6,895-108 dyn/cm? folgende ¢y =1,288 33 -10'2dyn cm 2,
Werte ¢’15=0,491 806102 dyn cm—2,

1,555 742 -102dyncm—2=p 1%, Gl (36a), cyp =0,482 871-10'% dyn cm—2,
0,404 4666-10'2 dyn cm—2=0 12, Gl (36 b), ¢’ 44=0,673 713-102 dyn cm s
0,672 0969-10'2 dyn cm—2=p v, Gl. (36¢), c44 =0,670 906-10'2 dyn cm—2

1,290 195 -10'2 dyn em—2=p %, Gl (38a),
0,671 357110 dyn em—2=0 12, Gl (38b),
0,671 0890-10'2 dyn em—2=0 12, Gl. (38¢),
1,557 265 -10'2dyncm—2=p 2, Gl. (40 a),
0,402 5866-10'2 dyn cm—2=0 1% Gl. (40 b),
0,671 3653-102dyncm—2=p0 1%, GIl. (40¢c).

Eine Ausgleichsrechnung 38 ergibt aus diesen 12 Glei-
chungen folgende Mittelwerte:
¢111=(—1,22 £ 0,08) - 102 dyn cm—2,
cy56= (—1,65 £ 0,19) -10'2 dyn cm—2
c144=(—0,17 £ 0,19) -10'2 dyn cm—2,

c106= (—6,07 % 0,28) -102 dyn cm~?2,
Gleichzeitig gelten fiir hydrostatischen Druck die Gln. ¢112=(—1,45 £ 0,15) -10'2 dyn cm 2,
9), die folﬂendermaBen umgeschrieben werden: c125=(+2,16 £ 0,42) -10'2 dyn cm—2
=By b (2 1342 c1046 C13g+4 C1ys) Fiir Germanium wurde die4?ru9kabh%{pgigkeit des Kom-
ciut2cq pressionsmoduls gemessen 41. Sie betrédgt:
, 1 dK -
Ci12=Ci2— Cu+2c ~(cre3+4 crip—c11—¢12) %) ‘k'o“ Yy =5,16-10712 cm?/dyn.

Aus der Beziehung (9 a) folgt

1 dK _ .10—12 cm?
X, dp =4,01-10"12 cm?/dyn

, 1
Cyq=Cyq— 7011'*'20 (caateyr+2cp+ ) Cyaa+ Cig6) -

McSkmmin 4 mifit bei einem Druck von 20,685-108

dyn cm™?: mit den oben erhaltenen Werten der ciz; .

49 H. J. McSkimmiy, J. Acoust. Soc. Amer. 29, 1185 [1957].



